UNIVERSIDADE DE TAUBATE
HENRIQUE DE CAMARGO KOTTKE

UMA VISAO GLOBAL DA DINAMICA DE
NEWTON-EULER APLICADA A ROBOS
MANIPULADORES

Taubaté — SP
2005



UNIVERSIDADE DE TAUBATE
HENRIQUE DE CAMARGO KOTTKE

UMA VISAO GLOBAL DA DINAMICA DE
NEWTON-EULER APLICADA A ROBOS
MANIPULADORES

Dissertaciao apresentada para a obtenciao de
Titulo de Mestre pelo Curso de Engenharia
Mecanica subarea Automacido Industrial e
Robética do Departamento de Engenharia
Mecéanica da Universidade de Taubaté.

Area de Concentragio : ROBOTICA

Orientador: Prof® Dr. Giorgio E. O. Giacaglia

Taubaté —-SP
2005



HENRIQUE DE CAMARGO KOTTKE
UMA VISAO GLOBAL DA DINAMICA DE NEWTON-EULER APLICADA A
ROBOS MANIPULADORES
Dissertaciao apresentada para a obtencido de
Titulo de Mestre pelo Curso de Engenharia
Mecéanica subarea Automacido Industrial e
Robética do Departamento de Engenharia
Mecénica da Universidade de Taubaté.

Area de Concentracio : ROBOTICA

Data:

Resultado:

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Giorgio E. Oscare Giacaglia Instituicaio UNITAU

Assinatura

Prof. Dr. Joao Sinohara de Souza Instituicio UNITAU

Assinatura

Prof. Dr. Carlos Frajuca Instuicdo CEFET-SP

Assinatura




Dedico este trabalho a memoria de
meus pais Geraldo e Olinda, os
quais me ensinaram de maneira
exemplar os caminhos da minha
vida

A minha esposa Rosely e ao
meu filho Herbert



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Dr. Giorgio E. O. Giacaglia, por sua capacidade de
orientar e ajudar na estruturacao deste trabalho.

A todo corpo docente do programa de mestrado desta
Universidade.

Aos colegas professores do CEFET-SP, os quais auxiliaram nas
horas mais dificeis, em especial ao Prof. Chester Contatori, fiel
companheiro.

Ao CEFET-SP, na pessoa do Sr. Diretor Geral Prof. Dr. Garabed
Kenchian, o qual proporcionou a realizacao da parceria entre o
CEFET-SP e a UNITAU

Ao Prof. Dr. Augusto Horiguti, pela importante ajuda na
formulacao deste trabalho



Resumo

Este trabalho, introduz e desenvolve uma nova formulacdo do método do
Newton -Euler para a dindmica de multicorpos rigidos aplicada a um robd
manipulador. Este formalismo propicia uma maneira para a modelagem do atrito que
age nas juntas que conectam cada braco do robd, ndo limitado por nenhum modelo
pré-definido. Algoritmos sdo apresentados para o controle e a simula¢do dinamica de

um robd manipulador..



Abstract

This work, introduces and develops a new formalism of Newton - Euler
Method for the dynamics of rigid multibodies applied to a robotic manipulator. Such
formalism gives a general way for modeling of friction acting in each connection
between each arm of the robot, not restricted to any pre assigned friction model.

Algorithms are given for the control and dynamic simulation of a robotic manipulator.
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1. Introducao

Modelos dindmicos utilizados para controlar e simular robds manipuladores
normalmente definem essas mdquinas como sistemas mecinicos compostos por um

numero finito de corpos rigidos ou flexiveis sujeitos a vinculos holonomos.

Este trabalho ndo trata de bracos flexiveis pois visa, de inicio, estabelecer um
formalismo mais apropriado para corpos rigidos, deixando para desenvolvimentos futuros

sua extensdo a corpos flexiveis.

O objetivo principal € introduzir uma nova abordagem matemdtica para a
aplicacdo do Método Iterativo de Newton - Euler para a solu¢do das equacdes dinamicas

de um robd manipulador.

O mesmo formalismo fornece uma melhor maneira para modelar o atrito que age
nas juntas de conexao entre cada braco do rob6. Normalmente esse atrito é descrito como
dependendo apenas das posi¢des e velocidades relativas dos corpos em contato, de acordo
com uma lei pré-definida. Tal descricdo, entretanto, ndo € satisfatéria em regimes de baixa
lubrificagdo ou numa outra série de situacdes, onde a forca de atrito pode depender de
uma forma bastante complexa da forca normal entre as superficies em contato e do estado
do sistema.

O formalismo especial aqui desenvolvido utiliza vetores multidimensionais
representando o conjunto de bracos de um robd. Como resultado, o Método Iterativo de

Newton—Euler é aplicado para todas as varidveis dindmicas em conjunto em vez de



resolver o problema dindmico global tratando cada parte separadamente. Sao obtidos
assim os momentos e forcas resultantes em cada corpo. A seguir é estabelecido um
isomorfismo candnico entre esses esfor¢os resultantes e os esfor¢os trocados em cada
junta. Deste isomorfismo decorre a reagdo dissipativa contrdria a0 movimento de cada

junta, de forma que a forca ou o torque de atrito é caracterizada.

Toda vez que uma nomenclatura especial € utilizada ela € claramente definida.

Na secdo 1.1 € apresentada uma revisdo da literatura pertinente a este trabalho. Na
secdo 1.2 € apresentada a proposta do trabalho onde se indicam sua motivacdo e o
caminho em geral a ser seguido no seu desenvolvimento. Na se¢do 1.3 é desenvolvida
uma metodologia especifica para atingir os resultados propostos. Na secdo 2 €
desenvolvida a dissertacdo onde se apresenta uma nova forma de tratamento da dindmica
de robds manipuladores, utilizando a metodologia escrita. Na se¢do 3 sdo resumidos 0s
principais resultados obtidos. Na secdo 4 € feita uma discussdo desses resultados e a se¢do

5 conclui o trabalho de acordo com os resultados obtidos e a discussao.

1.1. Revisao da Literatura

Nas ultimas trés décadas foi desenvolvida uma grande quantidade de trabalhos
literdrios em tecnologia e aplicacdo de manipuladores e de robds (Schiehlen, 1990,1997 ;
Pfeiffer e Gloocker, 1996, ; Schiehlen, Rukgauer e Schirle, 2000) estes trabalhos foram o

objeto de diversas reunides internacionais. Vdrios aspectos foram discutidos cobrindo
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todos os problemas teéricos fundamentais, desenvolvimento de métodos computacionais
para a cinemdtica e dinamicos de robds, tOpicos especiais associados a aplicagdes
industriais e as novas tecnologias que tratam do projeto e construcdo de rob0s para
aplicagoes especificas. O atrito nos bragos flexiveis (Shabana, 1997) foram tratados com a

criacdo de modelos complexos.

O estudo mecénico dos robds manipuladores € uma aplicacdo especial de um
assunto mais geral que trata da cinematica e dinamica de multi corpos (Amiruoche 1992;
Schiehlen, 1990; Shabana 1989). Um campo de pesquisa e de desenvolvimento intenso,
onde o objetivo principal foram as aplica¢des industriais especiais foi desenvolvido por

Nato (2000).

As literaturas mais importantes na década de 80 sobre robds e fonte importante de
estudo nesta pesquisa foram desenvolvidas por ( Lee 1982; Walker e Orin, 1982; Alii

Walker e Paul, 1980; Silver, 1982).

A analise dinamica dos robos efetuada pelo método interativo de Newton-Euler foi
desenvolvida em detalhes por livros cldssicos no assunto (Craig 1986; Schilling, 1990) e
num trabalho mais evoluido por (Orion e Alii 1979). O livro de Craig e bem completo,

mas a notagdo usada € de certo modo incomoda, sendo dificil utilizad-lo como referéncia.

O trabalho escrito por Schiling é mais facil de entender por utilizar uma notagao

mais simples, embora tenha utilizado somente o formalismo de Lagrange. A comparacdo
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entre o método de aproximacao Lagrangeano e do método de Newton-Euler e discutido

em um artigo escrito por Silver (1982).

Os trabalhos que estabeleceram as novas bases para o tratamento matemadtico da
dinamica de robds foram publicados hd aproximadamente 20 anos, mas ainda sdo
referéncias imperativas para a mecanica classica (Abraham e Marsden, 1982; Arnold,
1987; Liebermann e Marle, 1987; Cortizo, 1991). Usando os resultados basicos da
geometria diferencial (Cortizo 1991), estabeleceu uma vis@o matematica rigorosa para a
dinamica de multi corpos. Os principios basicos neste assunto sao encontrados em O'Neil
(1997). Uma boa referéncia para a conexao entre mecanismo cldssicos e a geometria
diferencial é feita em um artigo do estudo publicado pela Sociedade Matematica
Americana (2001). Um trabalho efetuado pelo prof. S. F. Cortizo no Instituto de
Matematica da Universidade de Sao Paulo, é uma fonte de consulta sobre novas maneiras
de discussdo do problema estabelecida pelo Prof. Giorgio E. O. Giacaglia. (Cortizo,
Giacaglia, 1993). Estes trabalhos serviram de base para o desenvolvimento base para o
desenvolvimento desta pesquisa. Os trabalhos de dindmica e controle de robos
encontrados na literatura atual sdao baseados nas equacdes de Newton-Euler e no
formalismo Lagrangiano. Os livros editados por Esponja e por Vidyasagar (1989) e por
Sciavicco (2000) sdo um excelente fontes de consulta. Os tratamentos dados no ultimo
(Sciavicco 2000) sdo baseados em modelos mateméticos avancados e sdao apropriados
como uma literatura da referéncia. Uma discussdo completamente diferente foi
desenvolvida por Hollerbach (1980) que construiu um algoritmo recursivo para as
equagoes Lagrangiana de robds multi corpos. Esta discussdo € realmente e a melhor fonte

de referéncia para o estudo em computacio numéricas da dinamica. Métodos
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computacionais foram apresentados por diversos autores em uma reunido patrocinada pela
Academia de Ciéncias de Cracovian em 2001. Os métodos numéricos para a dindmica de
multi corpos foram descritos nos detalhes por Eich-Soelnlner e por Fiihrer (1990). Um
trabalho basico discutindo o método numérico e a a dinamica de multi corpos flexiveis
baseada em elementos finitos foi desenvolvida em um livro por Geradin e por Cardona
(2001). Um método diferente de resolver a dindmica de manipuladores foi introduzido por
Eberhard e por Schiehlen (1998) que estabelecem uma hierarquia para a avaliacdo das

variaveis envolvidas na dinamica dos manipuladores.

1.2. Proposicao

No momento atual, a teoria da dindmica e o controle dos robds estdo bem
estabelecidos, embora a técnica disponivel para o projeto real dos manipuladores
permanega com poucas companhias que sdo responsdveis pela a maioria dos robds que
operam em todos os tipos das atividades, incluindo opera¢des do risco elevado ou
atividades nos ambientes nio acessiveis aos trabalhadores humanos. A especificacdo real
do projeto de um robd depende essencialmente da consideracdo de deformacgdes e de
vibragdes dos bragos e de modelar apropriadamente o atrito dos componentes mecanicos.
Estas propriedades dependem criticamente da temperatura, da pressdo e da umidade
ambientais, também na presenca eventual de liquidos corrosivos, tornando dificil o
desenvolvimento de uma teoria capaz de tratar do todos estes problemas. Mais e mais

robos sdo construidos para condi¢des bem especificas e bem determinadas.
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Neste trabalho foi desenvolvida uma formulacdo completamente original para a
dinamica de sistemas mecanicos constituidos por corpos rigidos vinculados, inspirada nos
resultados e técnicas da geometria diferencial contemporanea, mas que requer, para ser
utilizada na solu¢d@o de problemas especificos, apenas a linguagem matematica da dlgebra

linear, que € familiar a praticamente todos os pesquisadores da 4rea de tecnologia.

Esta formulacdo seguiu rigorosamente o principio que torna os formalismos
analiticos tdo adequados ao estudo dos sistemas vinculados, a énfase na descricdo do
sistema mecanico como um todo, € ndo de suas partes separadamente. Por outro lado, a
incorporagdo de qualquer modelo vetorial para o atrito é imediata, devido a natureza dos

métodos matematicos empregados.

1.3. Método

Nesta secdo, sdo apresentadas as bases conceituais sobre as quais se apoia todo o

trabalho de desenvolvimento da dissertacao constante da secao 2.

Considere-se, inicialmente, um sistema mecanico constituido por n corpos rigidos
que podem se mover livremente no espaco Euclidiano tridimensional, sem qualquer
relacdo entre si. Fixando um referencial inercial, pode-se representar a velocidade do

centro de massa do i-ésimo corpo por um vetor tridimensional ¥, (i =l,...,n), e a

velocidade angular do i-ésimo corpo rigido, em relagdo ao mesmo referencial, por um

vetor tridimensional @, (i =1,...,n).
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Usam-se assim, ao todo, 2n vetores tridimensionais para representar as velocidades
(lineares e angulares) correspondentes aos 6n graus de liberdade do sistema. Seguindo o
principio de énfase na descri¢do do sistema mecanico como um todo, € ndo de suas partes
separadamente, define-se a velocidade agregada do sistema como sento o vetor 6n-

dimensional:

vo=(0,,@,.0,,0,,..,0,,@,) (1.3.1)

Convencionando que as operacdes lineares sobre estes vetores (soma e
multiplicac@o por escalar) serdo feitas componente a componente, constrdi-se um espago
vetorial V de dimensdo 6n sobre escalares reais, que serd chamado de espaco das
velocidades agregadas. Apesar das unidades de medida das velocidades lineares serem
diferentes das usadas para velocidades angulares, nunca serdo somadas grandezas com

unidades diferentes ao operar os vetores agregados componente a componente.

A nocdo de velocidade agregada serd usada concomitantemente com 0s conceitos
de configuracdo e estado do sistema mecanico constituido pelos n corpos rigidos. Esses
termos terdo aqui o mesmo significado que eles tém na mecanica analitica cldssica: uma
configuragcdo € uma determinada colocacdo dos n corpos rigidos no espaco (posicdo e
orientacdo angular), enquanto um estado € definido pela colocacdo e velocidade dos n
corpos (velocidades lineares e angulares). Assim, cada estado tem uma tnica
configuragdo subjacente, mas ha varios estados distintos associados a uma mesma

configuragdo.
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Utilizando a idéia de velocidade agregada, pode-se imaginar cada estado do

sistema como um par (u, V@), onde u representa a configuragdo subjacente a esse estado

—_—

e bw € V representa a velocidade das diversas partes do sistema (isto €, dos n corpos

rigidos). O estado de repouso do sistema na configuragdo u fica assim representado pelo

par (u, 00 ), onde 00 € V ¢ a velocidade agregada nula, isto €, o vetor nulo do espaco

vetorial V.

Esta representacdo dos estados do sistema mecanico por pares (u, E)) € anterior a
introducdo de coordenadas generalizadas para a descri¢do da colocagdo dos corpos no
espaco (através das coordenadas dos centros de massa e dos angulos de Euler, por
exemplo), no sentido em que ela ndo depende dos parametros escolhidos, entre os vérios
possiveis, para realizar essa tarefa. (Da mesma forma como vetores tridimensionais,
definidos como objetos geométricos, ndo devem ser confundidos com sua terna de

componentes relativas a uma base vetorial particular). Em outras palavras, ao representar
um estado do sistema pelo par (u, v@ ), deve-se entender u como a configuracio

subjacente “em si mesma”, e Vw e V como um objeto geométrico que representa

vetorialmente a velocidade do sistema “como um todo”.
1.3.1. Forcas, Torques e Esforcos Agregados
Sera chamado distribui¢cdo de esforcos um conjunto de forcas (vetoriais) aplicadas

em pontos diversos de um corpo rigido (esses conjuntos sdo também chamados de

“sistemas de forcas”). Sabe-se da mecanica newtoniana que a influéncia conjunta dessas
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forgas sobre 0 movimento do corpo rigido pode ser completamente descrita um par de

vetores da forma (I:_, N), onde F éa forca resultante (também chamada simplesmente de

“resultante”) e N o torque resultante da distribuicdo (também chamado “binério”). Esse
torque € sempre relativo a um ponto do espago, que chamado pdlo do par (/:_ ) N)

O par de vetores (ﬁ N ) descreve completamente a influéncia da distribui¢do sobre
o movimento do corpo rigido no seguinte sentido: duas distribui¢cdes distintas que possam
ser representadas pelo mesmo par (/:_, N), em relacio a um mesmo podlo, provocam

exatamente as mesmas aceleragdes lineares e angulares do corpo rigido, apesar dos

esfor¢os internos, que mantém sua rigidez, serem diferente nos dois casos.

Neste trabalho sobre sistemas mecanicos constituidos por corpos rigidos, nao
interessam os esfor¢os internos a cada um desses corpos. Assim, considera-se que uma
distribuicao de esfor¢os aplicada sobre o i-€simo corpo desse sistema estd completamente
descrita pelo par (/:_,,N,), usando sempre como pdlo o centro de massa desse corpo (i =
1,...,n). Um tal conjunto de n distribuicdes “simultdneas”, cada uma delas aplicando sobre
um dos n corpos, fica entdo descrito por 2n vetores tridimensionais. Procurando
novamente enfatizar a descri¢do do sistema mecanico como um todo, € ndo de suas partes
separadamente, define-se o esforco agregado sobre o sistema como sendo o vetor 6n-

dimensional:

FN =(F.,N,,F,.N,,..F,,N,)  (13.1.1)
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De forma andloga a utilizada para velocidades, construi-se um outro espaco

vetorial E, também de dimensdo 6n, chamado espaco dos esforcos agregados. Apesar de
V e E terem a mesma dimensao, ndo faz sentido somar uma velocidade agregada vw € V
com um esforco agregado FN €_E, motivo pelo qual € feita a distingdo entre esses dois

espacos vetoriais. Deve-se imaginar FN e E como um objeto geométrico que descreve
vetorialmente o esforco que atua sobre o sistema “como um todo”, isto €, os esfor¢os que

atuam sobre todos 0s n corpos que o constituem.

Uma distribuicdo de esforcos aplicados sobre um corpo rigido pode ser
decomposta conceitualmente em duas outras, tanto pela divisdo do conjunto de suas
forcas em dois subconjuntos disjuntos (que, unidos, sd@o iguais ao original), quanto pela

decomposic¢do vetorial de cada uma dessas forcas em duas outras forcas (aplicadas sobre o

mesmo ponto). Esse procedimento, aplicado a uma distribui¢do descrita pelo par (/:_, N),
gera duas distribuicoes componentes (A e B) que podem ser descritas por pares (/:_ " N A)

€ (IEB,NB). Se esses dois pares forem relativos a0 mesmo polo usado para o par (I:_, N)

entao tem-se:

F=F,+F, (13.12)

N=N,+N,.(13.1.3)

Considere-se novamente um sistema composto por n corpos rigidos. Se o

procedimento acima for aplicado “simultaneamente” a todas as distribui¢des descritas
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pelo esfor¢o agregado FN, entdo tem-se uma decomposi¢ao correspondente desse vetor

no espaco E:

FN=FN, +FN, (1.3.1.4)

pois convenciona-se que qualquer distribui¢ao aplicada sobre um dos corpos rigidos que
compde o sistema serd sempre descrita pelo par que usa o centro de massa desse corpo

como polo.

A poténcia W correspondente a uma distribui¢ido de esfor¢os sobre o corpo rigido
em que ela estd aplicada também pode ser calculada diretamente a partir do par (I:_, N),

desde que sejam conhecidos a velocidade angular @do corpo e a velocidade vetorial ¥

do ponto solidario a esse corpo que estd sendo usado (instantaneamente) como pélo do par
(F.N):

W=0.F+®.N (1.3.1.5)

Aplicando este resultado ao sistema composto por n corpos rigidos, conclui-se que

a poténcia das forcas e momentos aplicados sobre o i-ésimo corpo pela distribui¢ao

descrita pelo par (}7, ,N i) ¢ simplesmente:

!

W =0.F+@® .N., (1.3.1.6)
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pois ¥; é exatamente a velocidade do seu centro de massa, que € o pdlo do par

(F.N,) G=1....n).

Buscando novamente a énfase na descricdo do sistema como um todo, define-se

produto escalar entre os vetores agregados dos espacos V e E por:
0. FN = Z( N) 317

Assim, pode-se calcular a poténcia W = W;+..+W, das forcas e momentos

aplicados instantaneamente sobre o sistema pelo esforco FN (quando sua velocidade é

vw ) fazendo simplesmente o produto escalar desses dois vetores agregados:

W=v0.FN (1.3.1.8)

Este “produto escalar” ndo pode ser calculado entre duas velocidades agregadas,
pois estarfamos somando grandezas medidas com unidades diferentes, o que ndo teria
qualquer significado fisico. O mesmo vale para esfor¢cos agregados, de forma que apenas
serd feito este produto escalar entre dois vetores agregados de um mesmo tipo. Essa
restricdo tem uma conseqiiéncia importante: ndo pode-se definir o “mddulo” de vetores

agregados, como € feito usualmente com os vetores tridimensionais.
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1.3. 2. Vinculos e Velocidades Virtuais

Considere-se agora um vinculo sobre o sistema mecanico composto pelos n corpos
rigidos. O termo “vinculo” serd utilizado aqui exatamente com o mesmo significado que
ele tem na mecanica analitica cldssica: uma restricdo imposta sobre os estados possiveis
do sistema composto pelos n corpos rigidos, que reduz seu nimero de graus de liberdade

de 6n para [ < 6n. Aqui l € o niimero de graus de liberdade do sistema vinculado.

As definicdes e resultados a seguir sdo validos tanto para os vinculos holonomos
quanto para os vinculos ndo-holénomos bilaterais estudados na mecanica analitica
classica. No primeiro caso, a restricdo cinemadtica pode ser imposta diretamente sobre as
configuragdes do sistema, isto é, algumas das configura¢des u do sistema ndo vinculado
considerado até aqui sdo admitidas pelo vinculo, enquanto outras nio sdo. Representam-se
genericamente as configuracdes “admitidas” pela letra q, chamadas de configuracéoes

vinculadas ou configuragoes dos sistema vinculado.

No caso dos vinculos ndo holénomos (bilaterais) esta distingdo nao se aplica, pois
a restricao cinematica € aplicada sobre os estados do sistema ndo vinculado de tal forma
que ¢ impossivel reduzi-la a uma condicdo sobre suas configuracdes. Entretanto,
representa-se uma configuracao genérica do sistema vinculado sempre pela letra q, em
oposicdo a letra u utilizada na secdo anterior para configuracdes do sistema nao vinculado.
Essa distin¢do € irrelevante caso dos vinculos nao holénomos, para os quais as duas letras

tém o mesmo significado.
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Para cada configuracdo q do sistema vinculado, tem-se algumas combinacdes de

velocidades lineares ¥, e angulares @; que “respeitam” a restri¢do vincular, e outras que

nao o fazem. Diz-se que um vetor velocidade agregada v € E é uma velocidade virtual
associada “a configuracdo q quando suas componentes tridimensionais formarem uma
combinacdo admitida pelo vinculo para essa configuracdo q. Esse € o sentido do termo

“velocidade virtual” na terminologia tradicional da mecanica analitica classica.

Entretanto, considerd-lo como um vetor agregado permite observar que:

Para qualquer configuracdo q do sistema vinculado, as velocidades virtuais

associadas a q formam um subespaco vetorial Vq do espaco V das velocidades

agregadas. A dimensdo de Vq  V ¢€ igual ao niimero de graus de liberdade do sistema

vinculado.

A notacdo Vq procura indicar que esse subespaco depende da configuragdo q, isto

é, para duas configuracdes distintas do sistema vinculado tem-se, em geral, subespacgos
distintos de V representando as velocidades virtuais correspondentes. As dimensdes
desses subespacos Vq c V, porém, sdao sempre iguais entre si, pois coincidem com o
nimero de graus de liberdade dos sistema vinculado. Por outro lado, ndo existem

velocidades virtuais no subespaco V, associado as configuracdes u que desrespeitam o

vinculo.



22

Pelo resultado acima, pode-se imaginar cada estado vinculado como um par (q,
Vw), onde q representa a configuracao subjacente a esse estado e Vq a velocidade virtual
associada a ele. O estado de repouso em uma configuracdo q do sistema vinculado,

representado pelo par (q, 00) , € sempre um estado do préprio sistema vinculado, pois o

vetor nulo V sempre pertence a qualquer subespaco vetorial de V. Entretanto, um par (q,
VW ) com V@ & Vq nao é compativel com o vinculo, isto €, ndo corresponde a um estado

do sistema vinculado, mesmo que a configuragcdo q seja admitida por esse vinculo. Nesse
caso, o sistema estd instantaneamente em uma configuracdo admitida, mas suas diversas
partes tém velocidades que o levardo, nos instantes seguintes, a configuracdes

compativeis com a restricao vincular.

A representacdo acima para os estados do sistema vinculado como pares (q, V@ ),
com VWE, Vq, ¢ anterior a introdugdo de coordenadas generalizadas para a descri¢do do

vinculo, no sentido em que ela ndo depende do conjunto particular escolhido, entre os

varios possiveis, para realizar essa tarefa.
1.3. 3. Esforcos Mantenedores e Esforcos Tangenciais

Considerem-se agora os esfor¢os aplicados sobre um sistema mecanico composto
por n corpos rigidos vinculados. O termo “esfor¢o” deve ser entendido aqui e em todo este
trabalho segundo o ponto de vista estabelecido na secdo 1.3.1. Uma distribui¢do de

esforcos aplicada sobre um corpo rigido fica completamente descrita pelo par for¢a-torque
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resultantes. Portanto, um conjunto de n distribui¢des, cada uma delas aplicada sobre um

dos corpos, fica descrita por um vetor agregado FN € E.

Algumas combinacdes de esforcos aplicados sobre os n corpos rigidos fazem com
que o sistema permaneca respeitando o vinculo ao qual estd sujeito, enquanto outras
acarretam o ‘“‘rompimento” desse vinculo. Se os esforcos externos aplicados sobre o
sistema nao formarem uma dessas combinagdes que mantém os corpos vinculados, entdao
aparecerdo reacoes vinculares (esforgos trocados entre as partes que compdem o sistema)
que, somadas as acdes externas, resultam em uma das combinacdes mantenedoras do
vinculo. Uma discussdo detalhada desse processo envolve o atrito associado as reagdes
vinculares e serd feita no desenvolvimento da sec¢do 2 deste trabalho. Aqui descrevem-se
combinagdes resultantes que preservam o vinculo, sem nos preocupagdo com a natureza

desses esforgos.

Foi visto na sec¢do anterior que um estado qualquer do sistema vinculado pode ser
representado por um par (q, v@ ), . Diz-se que um esfor¢o agregado FN € E mantém o
estado (q, vw ) vinculado, ou que FN e E é um esfor¢o mantenedor do estado (q, v@ ),

quando suas componentes tridimensionais (E ,N l.) formarem uma combinacao de forgas e

torques resultantes (i = 1,...,n) que, aplicados sobre os n corpos rigidos no estado (q, v@ ),
provoquem aceleracdes lineares e angulares tais que o sistema permanece respeitando o

vinculo ao qual esté sujeito.

Para qualquer estado (q, E)), vale a seguinte propriedade:
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Os esforcos mantenedores do estado (q, V@ ) formam um subespaco afim Mq( E))

do espaco E dos esforcos agregados. A dimensao de Mq(w)) c E é igual ao niimero de

graus de liberdade do sistema vinculado.

E importante lembrar que um subespaco afim de um espaco vetorial é qualquer

subconjunto que possa ser obtido por uma translacao de um subespaco vetorial.

A notacao Mq( E)) procura indicar que esse subespaco depende tanto da
configuracdo q do sistema vinculado quanto da velocidade virtual Vo € Vq, isto é, se
dois pares diferem pela configuracio q ou pelo vetor V@ entio tem-se, em geral,
subespacgos distintos de E representando os esforcos mantenedores desses estados. As
dimensdes desses subespacos Mq(E)) c. E, porém, sao sempre iguais entre si, pois

coincidem com o ndmero de graus de liberdade do sistema vinculado.

Assim, dada uma configuracdo q do sistema vinculado, tem-se um subespaco afim

Mq( vw) < E associado a cada velocidade virtual vw € Vq. Mas nao existem esforgos

mantenedores nem subespacos Mq( vw) associados aos pares (q, V@) com V@ & Vq,
pois tais pares ndo representam estados do sistema vinculado. Pelo mesmo motivo, e com
ainda mais razdo, ndo existem esfor¢os mantenedores nem subespagos My ( V@ )

associados as configuracdes u que desrespeitam o vinculo.
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Quando o sistema estd no estado vinculado (q, E)), a aplicagdo de qualquer
esforco agregado FNe Mq(w)) provoca aceleracdes lineares e angulares dos n corpos
rigidos tais que o sistema permanece respeitando o vinculo ao qual esté sujeito. Por outro
lado, a aplicacdo de qualquer esfor¢o agregado FN ¢ Mq(a)) provoca aceleracdes nos

corpos que levam o sistema, nos seguintes, a estados incompativeis com a restricao

vincular.

Em um sistema mecéanico composto por n corpos rigidos vinculados, tem-se a

seguinte propriedade:

Para qualquer configuragdo q, os subespacos Mq( vw) c E associados as
diferentes velocidades virtuais V@ €. Vq de q sdo todos paralelos entre si. Aléem disso, se

FN e Mq( E)) entdo 1*FN € Mq( ﬂw)), para qualquer escalar .

Este resultado mostra que a orientacdo do subespaco Mq( E)) dentro de E

depende apenas da configuracdo q do sistema vinculado, e ndo da velocidade virtual v@

€ Vq. Além disso, o afastamento entre esse subespaco e o vetor nulo 00 € E depende

quadraticamente de v@. Deve ser lembrado que ndo hd uma noc¢do quantitativa de
distancia em E, nem de “moédulo” dos vetores de V, dai a necessidade de serem usadas
apenas operagdes lineares do espago vetorial E (multiplicagdo pelo escalar A) no

enunciado acima.



26

Sao coroldrios da propriedade acima:

Para qualquer velocidade virtual Vo € Vq, tem-se Mq(— E)) = Mq( E)).

Para qualquer configuragdo q, o subespaco Mq((Y)) c E passa pelo vetor nulo:

&3 € Mq( 073 ). Portanto Mq( 073 ) é sempre um subespaco vetorial de E.

Este tdltimo resultado leva a um conceito que serd importante na discussao do

processo de aparecimento das reacdes vinculares: diz-se que um esforco FN € E ¢é
tangencial ao vinculo em uma configuracdo ¢ se suas componentes tridimensionais
(F,-,N,.) formarem uma combinacdo de forcas e torques resultantes (i = 1,...,n) que,

aplicada sobre o estado de repouso (instantaneo) nessa configuragcdo, provoca aceleracdes
lineares e angulares dos n corpos rigidos tais que o sistema inicia um movimento que

respeita o vinculo ao qual estd sujeito. Em outras palavras, os esfor¢os tangenciais ao

vinculo em uma configuragdo q sdo os esforcos mantenedores do estado de repouso (q, 00 )

nessa configuragao.

Nestes termos, o segundo coroldrio acima estabelece que os esforcos tangenciais
formam um subespago afim de E que passa pelo vetor nulo, ou seja, Mq( 00) € um

subespacgo vetorial de E. Isso € intuitivamente claro, pois, se aplicarmos sobre cada um

dos corpos em repouso, uma distribui¢do de esforcos que se anula internamente (forga e
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torque resultante nulos), entdo eles permanecem em repouso nessa mesma configuragao

do sistema, e portanto o vinculo é mantido.
1.3.4. Esforcos Externos e Reacoes Vinculares

Discute-se, agora, o processo de surgimento das reacdes vinculares com o auxilio

dos conceitos introduzidos acima.

Os n corpos rigidos que compdem o sistema estdo submetidos, em cada instante, a
esforcos externos, isto €, que ndo resultam da presenca do vinculo (forcas de gravidade,

por exemplo). Pode ser descrita a distribuicdo de todos os esfor¢os externos aplicados
sobre 0 i-ésimo corpo por um par (Ff”,N i”’), tomando-se como pdlo o seu centro de

massa (i =1,...,n), como convencionado na sec¢ao 1.3.2.

Tem-se assim, ao todo, 2n vetores tridimensionais descrevendo os esforcos

externos que atuam sobre os n corpos. Agregam-se (no sentido da defini¢do deste trabalho)

agora esses 2n vetores tridimensionais e define-se o esfor¢o externo agregado FNex € E

que atua sobre o sistema por:

FNoa = (Eo Nt B2 N ES NET). (1.3.4.1)

Se estes esfor¢os formarem uma combinacdo que, quando aplicada sobre um

estado (q,vw), provoca aceleracdes lineares e angulares dos n corpos rigidos tais que o
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sistema permanece respeitando o vinculo ao qual estd sujeito, entdo FNex € Mq( VW),

isto é, FNex e E, serd um esforco mantenedor do estado (q,v@). Por outro lado, se

FNext ¢ Mq( VW), entdo os esforcos externos formam uma combinacido que ndo manteria

sozinha os corpos vinculados, quando aplicada sobre o estado (q, v@).

As reacoes vinculares sao esforcos trocados entre as partes que compdes o
sistema e que, somadas as acdes externas, resultam necessariamente em uma das
combinagdes mantenedoras do vinculo. O surgimento dessas reagdes decorre da
resisténcia das estruturas fisicas que sustentam o vinculo, por um processo complexo, que

envolve também o atrito entre as partes em contato.

Pode ser visualizado geometricamente este processo de surgimento das reacdes

vinculares no espagco dos esforcos agregados da seguinte forma: quando um esforco
externo FNex € E for aplicado sobre o sistema, aparecera sempre alguma reagdo vincular

agregada FNune E tal que a soma FNet + FNun pertenga ao subespago Mq(w)). Ou

seja, a reagdo vincular é um esforco agregado FN .. € E que, somando a acdo externa

FNex € E, resulta em um esfor¢o mantenedor do vinculo.

A conveniéncia desta visualizacdo fica evidente quando se compara sua clareza e

simplicidade com o conjunto das grandezas vetoriais da mecanica newtoniana que estao

agregadas na reacgao vincular FNvi»e E:
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FNun = (Fon N Evn Nvn, . B0 N9 ), (1.3.4.2)

onde (F,-‘””,N}””) ¢ o par de vetores tridimensionais que descreve (conforme a

secdo 1.3.2) a distribui¢ao de todos os esfor¢os vinculares aplicados sobre o i-ésimo corpo

rigido, tomando-se como pdlo o seu centro de massa (i =1,...,n).

Se for definido o esforco resultante agregado FN,s € E por:

mres = mext +mvin, (1.3.4.3)

entdo resulta que:

ﬁ\;res — (ﬁl:es’ﬁlres,Fzres’Nzres’“"ﬁnres,ﬁr:’es), (1344)
onde:

Fires — ,_—iext + ,_—ivm

_ _ Ny (i=1,...n)
N,‘res — Niext + Nivm

E claro entdo que (F,’eS,N,-’eS) ¢ exatamente o par de vetores tridimensionais que

descreve a distribui¢do de todos os esforcos (vinculares e externos) aplicados sobre o i-
ésimo corpo rigido, tomando-se como pdlo o seu centro de massa (i =1,...,n).

E importante interpretar corretamente as equagdes acima: elas representam uma
decomposicdo conceitual da distribuicao de todos os esforcos aplicados sobre o i-ésimo

corpo rigido (conforme discutido na sec¢dao 1.3.2) em duas outras: uma de esforcos
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externos e outra de esfor¢os vinculares. A relacdo entre os vetores forca-torque que
representam essa trés distribuicdes € simples porque esses trés pares sdo relativos a um
mesmo poélo: o centro de massa do corpo correspondente. Além disso, a decomposi¢ao
estendeu-se aos esforcos agregados do espaco E porque foi aplicada simultaneamente

para todos os n corpos que constituem o sistema mecanico.

Para cada esforco externo FNexe E, existem vdrios vetores agregados distintos
em E que, somados a FNex, resultam em um vetor mantenedor do estado (q, v@), pois
Mq( vw) € um subespaco afim /-dimensional de E (/ é o nimero de graus de liberdade do

sistema vinculado). Todos esses vetores sdo igualmente eficientes como reagdo visando a

manutencdo do vinculo. A diferenca entre duas reagdes vinculares possiveis para uma
mesma agdo externa FNex é sempre um esfor¢o tangencial ao vinculo, isto é, um vetor
do subespaco Mq( 00 ). Essa indeterminacdo da reacdo vincular serd usada mais tarde para

representarmos as diferentes condicdes de atrito associadas as estruturas fisicas que
mantém o vinculo (secdo 2). Considere-se antes a discussao do caso cldssico das reagdes

vinculares na auséncia de qualquer forma de atrito.
1. 3. 5. Reacoes Perfeitas e Esforcos Normais
O formalismo tradicional da mecanica analitica classica especifica as reacoes

vinculares perfeitas usando conjuntamente o “Principio de D"Alembert” e o “Principio

das Velocidades Virtuais”, que podem ser condensados em um tnico enunciado:
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As reagoes vinculares (perfeitas) ndo realizam trabalho, para qualquer velocidade

virtual do sistema mecdnico vinculado.

Um esforgo agregado FN € E aplicado sobre o sistema corresponde a uma
poténcia igual a vw . FN, onde vw € V é a velocidade agregada corrente. Sera dito que

FN e E é um esforco normal ao vinculo na configuracdo ¢ quando esse vetor ndo

realizar trabalho sobre o sistema, para qualquer velocidade virtual associada a essa
configuracdo, ou seja, quando v@ . FN= 0 para qualquer vw € Vq. Definir os esforcos

normais como vetores agregados leva ao seguinte resultado:

Os esforcos normais ao vinculo em uma configuracdo q formam um subespaco

vetorial E; do espaco E dos esforcos agregados. A dimensdo de E; c E ¢ igual a

diferenca entre 6n e o niimero de graus de liberdade do sistema vinculado.

Tem-se assim, para cada configuracdo q de um sistema mecanico constituido por n

corpos rigidos vinculados, dois subespacgos vetoriais do espaco E dos esforcos agregados:

0 subespaco Ej c E dos esforcos normais ao vinculo em q, € o subespago Mq(ﬁ) cE

dos esforcos tangenciais ao vinculo em q, que € representado simplesmente por E,'; A

soma das dimensdes desses dois subespagos € sempre igual a 6n, que € a dimensdo do

proprio E. Além disso, tem-se que:
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. - . . I 1~
Para qualquer configuragdo q do sistema vinculado, os subespagos E, e E_ sdo

transversais entre si, isto é, a intersecdo entre eles é o subespaco nulo. Portanto,

podemos decompor E como soma direta desses subespacos:
E=E,®E;, (135.1)

para qualquer configuracdo q do sistema vinculado.

Isto significa que, dada uma configuragdo q do sistema vinculado, todo vetor
agregado FN € E pode ser escrito como a soma de um esfor¢o normal com um tangencial,

e que, além disso, essa decomposi¢ao € tnica. Em outras palavras, para cada FNe E,

— —=1
existe um e um unico par (FN ,FN j tal que:

—_ —l

FN=FN +FN . (1352
' e El NG« EL
com FN € Eq e FN eEq.

Essa decomposicao € relativa apenas a configuracao q do sistema vinculado, ndo

dependendo de sua velocidade virtual Vo € Vq.
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Como Ej ¢ transversal a Egz Mq(ﬁ), e os subespagos Mq(w)) associados a

uma mesma configurag¢io q sao todos paralelos entre si, tem-se que:

Para cada velocidade virtual vo € Vq do sistema, existe um e um Unico

esforco normal ao vinculo em q que mantém o estado (q,V®) vinculado. Ou seja, para

—_—

cada vw € Vq, existe um e um tinico vetor FN, € E que pertence, ao mesmo tempo, aos

subespagos Mg( E)) e E j .

O vetor F_N,: € E, definido pelo resultado acima, serd chamado de esforco

mantenedor-normal do estado (q, v@ ). Tem-se assim a seguinte caracterizacdo do

subespacgo dos esfor¢os mantenedores.

Uma condic¢do necessdria e suficiente para um vetor qualquer FN € E pertencer

_—

— ——
an(va)) éque FN =FN..

Entdo dois esfor¢cos mantenedores de um mesmo estado do sistema vinculado

diferem apenas quanto a componente tangencial.

O formalismo tradicional da mecanica analitica cldssica usa o principio de
D Alembert e o Principio das Velocidades Virtuais para especificar as reagdes vinculares

perfeitas. O resultado seguinte afirma que sempre existe uma tal reagdo, qualquer que seja
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esforco externo aplicado sobre o sistema, e que, além disso, existe apenas uma reagao

perfeita a cada esforgo esterno:

Seja (q, V@) um estado qualquer de um sistema mecdnico vinculado. Para cada

esforco agregado FNex € E, existe um e um tinico FNvin€ E tal que:

(i)  FNew+FNu€ Mq(%); (1.3.5.3)

(i) FNune EX. (1.35.4)

Em outras palavras, para cada esforco externo existe uma e uma unica reacdo

vincular perfeita do sistema vinculado.

Para demonstrar esta afirmacao, € deduzida uma férmula para a reagdo vincular

perfeita em termos do esforco mantenedor-normal FN, do estado (q, vw ), e da

componente normal do esfor¢o externo FNex aplicado sobre o sistema.

Tomando as componentes normais na equagao:

ﬁ\;res :ﬁext +ﬁ\[w‘n, (1355)

obtém-se que:

—— 1 —1 —1
FNres = FNext +FNvin (1356)
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. - — JEE——
Para qualquer reacdo vincular, tem-se que FNes€ Mg (v@), logo FNres =FN:, e
portanto:
— e —
FNuin = FN. — FN ext (1.3.5.7)

— 1 — —
Além disso, para a reacdo vincular perfeita vale que FNin = FN i, pois FNvin é

um esforco normal ao vinculo. Conclui-se entdao que:
— 1 — — 1
FNvin = FN* —FNex[,

0 que prova a existéncia e a unicidade do vetor FN.in € E nas condi¢des acima.

Pode-se utilizar essa férmula para obter alguns resultados sobre a reagdo vincular

perfeita: se FNex =00, entio FNun = FN., o que permite interpretar o esforco
mantenedor-normal como o vetor agregado que representa a reagdo vincular perfeita

correspondente a auséncia de esforco externo aplicado sobre os sistema. Além disso, se

. L —_

FNext mantiver o estado (4, 0@) vinculado (isto €, se FN.. = FN.), entdo ndo haverd

reagdo vincular: FNvin =00 . Assim a reacdo perfeita aparece apenas quando sua

presenga é indispensdvel a manutengdo do vinculo.
1.3.6. Reacoes Imperfeitas e Modelagem do Atrito Vincular

Foi visto acima como o Principio de D”Alembert especifica um dos varios

vetores FN i que, somados a FN ext resultam em um esforco mantenedor do vinculo. A
reacdo vincular perfeita assim especificada corresponde a auséncia de qualquer forma de

atrito entre as estruturas fisicas que sustentam o vinculo, pois ela nunca dissipa energia
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(ndo realiza trabalho, inclusive para a velocidade virtual corrente do sistema). Quando

houver atrito entre essas estruturas, a reagdo vincular agregada serd algum dos outros

vetores que, somados a FN ext mantém, o sistema vinculado.

Em geral, modela-se o atrito vincular impondo condi¢des sobre as diversas
componentes das reacdes vinculares, usando parametros fisicos de atrito para representar
os niveis de rugosidade e lubrificacdo. Essas condi¢cdes podem envolver também o estado
corrente do sistema, pois as forgas de atrito dependem, em geral, da posicdo e velocidade

relativas entre as superficies em contato.

Como todas as componentes da reagao vincular estdo embutidas no vetor agregado

FN.i. € E, e o estado do sistema estd descrito pelo par (q,v®), pode-se entender um
modelo para o atrito vincular como uma relacdo matemdtica entre esses objetos. Essa

relagdo pode ser visualizada no espaco E dos esfor¢os agregados como o lugar geométrico
dos vetores FNvin € E cujas componentes satisfazem as condi¢des impostas pelo modelo
para a reacdo vincular. Mais precisamente, para cada estado (q, v@) do sistema vinculado,

tem-se um subconjunto Aq(v@) < E constituido pelos esforcos agregados FNvin € E que
satisfazem as condi¢cdes impostas sobre as reagdes vinculares para descrever o atrito

vincular.

Por exemplo, O Principio de D"Alembert modela a situagdo ideal de auséncia de
atrito vincular impondo como condi¢do sobre a racdo vincular “que ela ndo realize

trabalho para qualquer velocidade virtual do sistema”. Essa condi¢@o esté representada no
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espaco E dos esforcos agregados pelo subconjunto E ql c E, que € o lugar geométrico dos

vetores normais ao vinculo na configuragao q.

Analogamente, quaisquer condi¢des impostas sobre as reacdes para descrever o

atrito vincular podem ser representadas no espaco E dos esfor¢os agregados pelo lugar
geométrico Aq(vw) dos vetores FNvin € E que as satisfazem. Entao um modelo de atrito
vincular qualquer serd representado pelo subconjunto Aq( v@w ) < E dos esfor¢os

agregados que satisfazem as condigdes — relativas ao estado (q, @) — impostas sobre as

reagOes vinculares para descrever o atrito.
Nestes termos, os subconjuntos Aq(v@) = Ej constituem aqui uma representacao

geométrica do modelo D”Alembertiano para o atrito vincular, isto €, aquele modelo que
determina sempre a reacdo vincular perfeita (auséncia de atrito), qualquer que seja o

esfor¢o externo aplicado sobre o sistema.

Tendo fixado um modelo qualquer para o atrito vincular (ou seja, tendo associado

um conjunto Aq(E)) c E a cada estado do sistema vinculado), a reagdo vincular a um
dado esforco externo serd determinada por duas condicdes independentes: (i) a resultante
deve manter o sistema vinculado; e (ii) a reacdo deve satisfazer o modelo de atrito
vincular. A primeira delas depende apenas da geometria do vinculo e da distribui¢do de
massa do sistema, enquanto a segunda representa uma forma particular das estruturas

fisicas que sustentam o vinculo gerarem atrito em suas superficies de contato.
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Em outras palavras, a reacdo vincular FN.,, € E a um dado esfor¢co externo

FNex € E sera determinada pelas condigdes:

(i) FNext + FNvine Mq( vw) (a resultante deve manter o sistema vinculado); e

(i1) ﬁ\lm € Aq( E)) ( areacdo deve satisfazer o modelo de atrito vincular).

Em geral, a construcdo de um modelo para o atrito vincular devera ser feita em um
outro espaco distinto de E, que represente ndo os esforcos vinculares totais que atuam
sobre cada corpo, mas os esfor¢os vinculares trocados entre eles em cada superficie de
contato. A natureza desse outro espaco e sua relacdo com E dependem do vinculo
estudado. Deve-se, portanto, adiar sua discussdo para o contexto das aplicagdes

especificas dos métodos aqui representados. O modelo D”Alembert é uma excecao, cuja

simplicidade permite descrevé-lo no proprio espaco E pelo subconjunto E j c E, como

foi feito na secdo anterior.
2. Dinamica de Robos Manipuladores
Nesta secao € desenvolvido todo o formalismo descrito na secdao 1.3 (Método) e €

feita sua aplicag¢do ao controle e modelagem de robos obtendo a forma geral das forcas de

atrito que se desenvolvem nas articulagdes.
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2.1. Distribuicao de Esforcos

O objetivo principal deste trabalho € aprimorar a descricdo dada nestes modelos

para o atrito presente nas articulagdes destes dispositivos.

Atualmente, o atrito nas articulacdes € descrito como dependente apenas da
posicdo e velocidade relativas entre as partes dos corpos rigidos em contato. Essa
descricao, entretanto, ndo € satisfatéria para regimes de baixo nivel de lubrificacdo, onde a
magnitude da reacdo normal entre as superficies em contato € uma varidvel importante na

determinagdo das forcas de atrito.

Sera utilizado o formalismo apresentado na sec¢ao 1.3 deste trabalho para construir
modelos dindmicos em que o atrito associado as reagdes vinculares dependa também das
componentes normais dessas reagdes. A fim de serem obtidos algoritmos do ponto de
vista computacional serd apresentada uma constru¢cdo baseada em procedimentos do
método iterativo de Newton-Euler (Craig, 1986). Além de conceitos e resultados
apresentados na secdo 1.3, serd também utilizada a terminologia e a notagdo nela

definidas.

A secdo 2.1 é dedicada ao cdlculo das velocidades virtuais e os esforcos
mantenedores do sistema mecanico vinculado que representa o robd manipulador. Nas
secoes 2.2 e 2.3 € introduzido um espago vetorial cujos elementos descrevem os esforcos
trocados nas articulacdes desse robd, e estabelece-se um isomorfismo entre ele e o espaco

dos esforcos agregados. A secdo 2.4 é dedicada a modelagem do atrito nas articulacdes, e
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a secdo 2.5 a determinagdo das reacdes vinculares segundo esses modelos. Finaliza-se
discutindo a inclusdo dessa modelagem dindmica do atrito vincular em algoritmos de

controle e de simulacdo do manipulador, nas se¢des 2.6 e 2.7 respectivamente.
2.2. Velocidades Virtuais e Esforcos Mantenedores

Considere-se inicialmente um estado do manipulador descrito pelas

posi¢oes e velocidades generalizadas (¢, ) nas articulagdes. As velocidades vetoriais
lineares 9,(q,q) e angulares ®/(q,q) de cada um dos seus bragos (i =l,...,n),

correspondentes a esse estado do sistema, podem ser calculadas como na primeira parte
do método iterativo de Newton - Euler. Como essas velocidades formam uma combinacdo

que respeita a restri¢do vincular, a velocidade agregada correspondente:
vaxq,9) = (9,(q.9), &(q.9). ... D,(q.9). ®,(q.9)) (2.2.1)
€ uma das velocidades virtuais associadas a configuracao q..

Sabe-se, pela se¢do 1.3, que existe uma base lva)l, . va)/J, do subespago vetorial

V4 < V das velocidades virtuais associadas a configuragdo ¢, para a qual:

v(g,9) =Y 4 Vwa(q).  (22.2)

a=1



41

Em termos das componentes tridimensionais dos vetores V@, € V (o= 1,..., n):
@yys Vyps Dy oen s Uy @) . (2.2.3)

a equacao acima se escreve:

/
0,(9,9) = Z q“U,(q)
a=1

Os vetores 0,(q) e @,(q) sdo, respectivamente, as velocidades lineares a

angulares do i-ésimo brago, correspondentes ao estado do manipulador em que q a-ésima
velocidade generalizada € unitéria e todas as demais sdo nulas (o,i =1,...,n). Note-se que
esses vetores dependem das coordenadas generalizadas ¢, mas ndo das velocidades
generalizadas q . Assim ¥,(q) e @,(q) podem ser calculados iterativamente, segundo o
processo usado na primeira parte do método de Newton - Euler (Craig, 1986). Esse € um

procedimento eficiente, do ponto de vista computacional, para se obter a base vetorial

ll)(l)l, cees l)(l)z].

Na primeira parte do método iterativo de Newton - Euler, parte-se de um valor

dado para as coordenadas, velocidades e aceleracdes generalizadas: (g, ¢, g) e calculam-se

os pares forga-torque (I:_,, N,) que descrevem a distribuicdo de todos os esforcos que

atuam sobre o i-ésimo brago do manipulador (i =1,...,n).
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—

Essas forcas e torques representados por /:_,.(q, 9.9) e N.(9,9,Q), respectivamente,

constituem o vetor agregado:

FN(q.q.3) = (F,(0.4.9). N, (¢4, . F (0.4 N, (0..5) (2.2.4)

que é exatamente o esfor¢o mantenedor do estado (¢, q) correspondente as acelera¢des
generalizadas q, Tem-se, portanto, a seguinte caracterizacdo dos esfor¢os mantenedores

do rob6 manipulador:

Uma condi¢do necessdria e suficiente para que um esforco agregado FN € E
seja mantenedor do estado (q,q) é que suas componentes tridimensionais forca-torque
possam ser obtidas, segundo o procedimento usado na primeira parte do método iterativo

de Newton - Euler, a partir das mesmas aceleracées generalizadas (§',...,q").

Sabe-se que os esfor¢os mantenedores de um estado (q, v@ ) formam um

subespago afim Mq(w)) do espaco E dos esforcos agregados (secdo 1.3), e que esse

subespacgo pode ser descrito parametricamente por:

- ! - .
FN(q,4,4) = G“PLa(q)+ FN(q,4,0) ,  (2.2.5)

a=1

onde os vetores agregados PL, € E:
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L,.P,. L, .. B, L,) (226)

sdo dados por:

(o,i =1,...,n).

Estes n vetores diretores PLa € E do subespaco afim Mq(w)) c E podem entdo

ser obtidos diretamente a partir da base vetorial lva)l, s va)/J construida acima.

Por sua vez, o vetor:

—_—

FN(9,4.0) = (F (6,3:0), Ni(¢,G0), .., F,(0,4.0), N, (9,4:0)) , 227)

que fornece o deslocamento do subespago afim Mg(v@) < E em rela¢do a origem, pode
ser calculado iterativamente como na primeira parte do método de Newton-Euler,
partindo-se das coordenadas e velocidades generalizadas (g, q ), mas considerando as

aceleracdes generalizadas nulas.

Tem-se, assim. um procedimento iterativo simples e eficiente (do ponto de vista

computacional) para se obter a representacdo paramétrica acima definida do subespaco

afim My(vw) dos esforcos mantenedores do vinculo que representa o robd manipulador.
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2. 3. O Isomorfismo Candnico

Na segunda parte do método iterativo de Newton-Euler, calculam-se as

distribuicdes dos esforcos trocados entre bracos consecutivos do robd, isto €, trocados em
cada junta. Seguindo a notacdo utilizada 1.3, descreve-se pelo par (f,, Fl,) a distribui¢cdo

dos esfor¢os aplicados pelo brago i — 1 sobre o i-€simo bragco manipulador, tomando-se
como pdlo o ponto J; (i =1,...,n). A distribuicdao dos esforcos de reacdo (no sentido da

Terceira lei de Newton), aplicados pelo i-€simo brago sobre o brago i — 1 (i = 2,...,n), fica

naturalmente descrita pelo par (— f,,—ﬁ,) em um tnico vetor 6n-dimensional:

—

Tn=Fo i, Fovityeons fouii) . (23.0)

e assim fica definido um espago vetorial J, de dimensao 6n, que é chamado de espaco dos

esforcos trocados nas articulacdes do manipulador.

Este espaco vetorial J ndo deve ser confundido com o espaco dos esforcos

agregados E introduzido na secdo 1.3. Os vetores agregados agregado FN e E foram af

definidos como:

FN=(E,N,F.N, ...F.,N ). (232
onde cada par (I:_,-,N,-) representa a distribuicdo dos esfor¢os aplicados sobre o i-ésimo
corpo rigido (que constitui o sistema mecanico) tomando-se como pdlo o seu centro de

massa (i =1,...,n). No caso presente, portanto, os pares (F,, N,.) sdo relativos aos centro de
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massa C; do i-ésimo brago do manipulador, enquanto os pares (f,, n,) sao calculados em

relagdo aos pontos J;.

Na segunda parte do método de Newton-Euler, o calculo dos pares (f,, n,) a partir

(F N) também € feito iterativamente, partindo-se agora da extremidade livre do

manipulador, até sua base fixa. Para tanto fazemos o “balan¢o” (secdo 1.3) dos esforgos

aplicados em cada brago:

F.=f = fiu
{N [ +Cfo] (iorciixcio] O
(i =l....n-1)
:” = ) (2.3.4)
{ n=[”,,+C,,J,,><fn

Estas n equagdes vetoriais estabelecem um isomorfismo vetorial entre o espago J
dos esfor¢os trocados (definido acima) e espaco E dos esforcos agregados. Em outras

palavras, podem-se considerar as 2n equacdes vetoriais acima como uma fungdo que

associa a cada vetor agregado de J:

=(f, A, f s £ i), (235)

rn’ n

um outro vetor agregado de E:



46

E ficil verificar que esta funcdo define uma transformacdo linear de J em E. O

procedimento iterativo usado na segunda parte do método de Newton-Euler, que calcula
0s pares (f, , Fl,) a partir de (E,N ; ), mostra que essa transformacao linear € inversivel, ou

seja, que ela define uma correspondéncia biunivoca linear entre os espagos E e J. Essa

transformacao linear é aqui chamada de isomorfismo vetorial canonico entre E e J.

Dois vetores FN € E e fn € J colocados em correspondéncia por este
isomorfismo representam, de duas formas distintas, uma mesma combinacdo de esfor¢os

atuando nos diversos bragos do manipulador. Pode-se, assim, transportar para J a nogao
de esfor¢o mantenedor do vinculo que representa o robd: serd dito que fn € J mantém o
estado (g, vw) vinculado quando ele for equivalente, segundo o isomorfismo candnico, a

um esforco mantenedor FN e M( E)) cE.

Pela caracterizag¢ao dos esforcos mantenedores vista na secao anterior obtem-se entao:

Uma condicdo necessdria e suficiente para que um esforco fn € J seja
mantenedor do estado (q, Q) é que suas componentes tridimensionais forca-torque
possam ser obtidas, segundo o método iterativo de Newton-Euler, a partir das mesmas

aceleragées generalizadas (§',..., q").

Essa caracterizacdo dos esforcos mantenedores trocados nas articulagdes do
manipulador foi utilizada, na se¢do 1.3, para discutir a equivaléncia entre o método

iterativo de Newton-Euler e a hipétese de reacdes vinculares perfeitas.
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Utilizando o isomorfismo canonico, pode-se também transportar para J o
subespago afim My(v@w) < E de todos os esfor¢cos mantenedores do estado (g, vw),
obtendo-se, assim, um subespaco afim de J que serd designado por M;'1 (vw). Os
elementos desse subespaco afim Mgl(va)) c J sdo exatamente os vetores fn € J que

representam as combinagdes de esforcos trocados nas juntas que mantém o estado (g, V@)

vinculado.

Para calcular efetivamente este subespaco afim M(Jl( vw) c J, pode-se transportar
para J a parametrizacdo de Mfl( vw) c E obtida na secdo anterior. Ou seja, transferem-se

para J, pelo isomorfismo candnico, os n vetores agregados PL, € E e, também, no

vetor ﬁ/(q, g,0) € E, obtendo-se, respectivamente:

ol el (0 =1,..,1) e n(q,3,0) € J.
Esses n+1 vetores descrevem parametricamente o subespaco afim M{,(E)) clJ

correspondente ao estado (g, § ), uma vez que os vetores fn e Mfl( E)) sdo dados por:
—_— / —_— —_—
f(a.4.9) =24 pl () + fn(9.4.0) . (2.3.7)
a=1

. - . R . e J
onde g ¢é a aceleragdo generalizada do robd que resulta da aplicagdo de fn € My

(vw) sobre esse estado do sistema.



48

Para maior clareza, é descrito, passo a passo, este procedimento que calcula o

subespago afim Mfl( E)) cJ:

(1) Calculam-se os n vetores V@, € V aplicando n vezes o processo

iterativo usado na primeira parte do método de Newton-Euler.

(2) Calculam-se os n vetores diretores Pl, e E multiplicando cada VD

pelas massa do sistema.

(3) Calcula-se iterativamente o esforco agregado ﬁV(q, g,0) como na

primeira parte do método de Newton-Euler.

(4) Aplica-se o processo iterativo usado na segunda parte do método de
Newton-Euler n+1 vezes, uma para cada vetor agregado P—La € E (0 =1,..,n) e uma
ultima vez para o vetor ﬁ(q, q,0) € E, obtendo entdo, respectivamente, 0s vetores E]d
eJ(a=1,..ne ﬁ?(q, g,0) € J que descrevem parametricamente o subespago afim M(J1

(E)) c J correspondente ao estado (g, @ ) do manipulador.
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2.4. Decomposicao dos Esforcos Trocados

Considere-se, agora, que cada articulacdo do manipulador esteja provida de um
atuador capaz de aplicar um esfor¢o motor de intensidade controlavel. Se a i-€sima junta

for rotacional entdo pode-se fazer com que os bracos i — 1 e i troquem uma distribuicdo de

esforgos descrita por uma par da forma (0, /™

), com 7" =7,¢,. Por outro lado, se a i-
ésima junta for prismatica pode-se fazer com que os bracos i — 1 e i troquem uma
distribuicao de esforgos descrita por uma par da forma (f,'"‘” 0), com f,'"‘” =7,6,. Ou seja,
esta-se representando por T; o esforco motor escalar aplicado pelo atuador da i-ésima
articulacao (torque escalar, se a junta for rotacional, ou forca escalar, se ela for prismatica).

Abrevia-se, também, a n-upla (t,,..., T,) por T. (Esta é a notacdo convencionada na sec¢ao

1.3).

Agregando os n pares forca-torque correspondentes as n articulagdes, define-se o

vetor agregado fnmet € J que representa os esforgos motores trocados em todas as juntas:

it = B i Jo g ) @4

onde (f™, n™") é o par que descreve a distribui¢do dos esforgcos motores trocados na

junta i, independentemente dela ser rotacional ou prismdtica (i = 1,...,n).

O conjunto de todos os esfor¢cos motores que podem se aplicados pelos atuadores

forma um subespaco vetorial M'('l, de dimensdo n, do espaco J dos esfor¢os trocados. Para
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verificar isso, basta observar que o vetor agregado fn  (T) correspondente ao esforco

mot

motor T = (T,..., T,) € dado por:

ot (7) = irﬁm(q), (2.4.2)

onde:
0,0), (2.4.3)

A LLE]

se a oi-ésima junta o for rotacional; ou

fn, =(0,0,...,é,,0,..,0,0), (2.4.4)
se a a-ésima junta o for prismatica. ( O par de vetores tridimensionais representados entre

reticéncias nas 2n-uplas acima ocupa as posigoes 20 - 1 e 2Q).

I
O subconjunto Jq < J de todos os esfor¢os motores que podem ser aplicados pelos

atuadores € portanto o subespaco vetorial de J gerado pelos vetores lfm, s fnnJ. Além
disso, como esses geradores sdo linearmente independentes, eles formam uma base

. I . . 2 .
vetorial de Jq, 0 que mostra que sua dimensdo € n. E importante observar que esse

I
subespaco vetorial Jq < J depende da configuragdo q do robd, mas ndo de sua velocidade.
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Durante um movimento qualquer do robé6 manipulador, a distribui¢do de esforcos
trocados entre cada par de bragos consecutivos pode ser decomposta conceitualmente
(secdo 1.3) em duas outras: uma formada pelos esforcos motores aplicados pelo atuador

correspondente, e outra pelas reacées vinculares resistidas pelo suporte fisico da junta.

Se o par (", n™) descreve a distribuigio dos esforcos de reagdo vincular

trocados na junta i (tomando como pélo o ponto J;, como convencionou-se na se¢ao 1.3)

entao tem-se:

Essas n decomposicdes de esfor¢os trocados em motores e vinculares podem ser

agregadas em uma tnica equagao no espago J:

ﬁ‘)’ = ﬁ‘;mot + ﬁ:’vin 5 (246)

se for definido o vetor fnvin € J por:

v = (£, B, £ B0, 0, ). 24)

2 3t n
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Foi provado na secdo 1.3 que o trabalho conjunto realizado pelas n distribui¢des de

esforcos descritas pelas componentes de ?r; € J € nulo, para qualquer velocidade

vin

virtual do sistema, quando:

nm. e =0, em cada junta rotacional,

£ .e =0, em cada junta prismatica.

. . . L . ~
Estas n equagdes lineares definem um subespago vetorial J4, de dimensdo 5n, do

I
espaco J dos esforgos trocados. Esse subespaco vetorial Jq < J depende da configuragido

q do robd, mas nao das velocidades.

—_— J_ .
Os vetores fn pertencentes a Jq < J sdo exatamente aqueles que ndo realizam

trabalho, para qualquer velocidade virtual associada a q. Conclui-se entdo que:

L
O isomorfismo candnico coloca em correspondéncia biunivoca os subespagos Jq

1
cJeEq CE.

.o I Lo ) )
E fécil ver que os subespacos Jq € Jq sdo transversais entre si, € que a soma das
suas dimensdes € igual a dimensdo do préprio J (n + 5n = 6n). Portanto o espago dos

esfor¢os trocados pode ser escrito como a soma direta:
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A decomposicdo de um esforgo agregado fn € J em esforcos motores e vinculares

segundo esta soma direta:

ﬁ‘)’ = ﬁ‘;mot + ﬁ:’vin 5 (249)

— Il - 1
com Mmoot € Jq € fNvin € Jq

equivale a decomposicao utilizada no métodos iterativo de Newton-Euler:

]_c;mot :6 ivtn:i
(§]

F]mm _(_' é)é avin_fi __ mot

i =\ .€;)6e, T R
ou

fmot _ (¥ = fvin _ ¥ Fmot
£ =(f..e)e o £ =1 -1,
ﬁmot:O ﬁym :F]

2.5. O Atrito Vincular nas Articulacoes

(junta rotacional)

(junta prismatica)

Considere-se agora o atrito presente em cada articulagdo do robd manipulador

como componente dissipativa das reacgdes vinculares nela trocadas. Nesse caso, a
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decomposicao dos esforcos trocados em motores e vinculares serd diferente daquela vista

na secao anterior.

A poténcia correspondente a uma distribuicdo qualquer de esforcos vinculares

(£."", n/") trocados na i-ésima articulagdo do robd pode ser escrita, segundo os resultados

i
da secdo 1.3, como:
Wi =@ .2), (2.5.1)
se a i-ésima junta for rotacional,

ou
WVIVL — q‘l (](‘iVlVl . é’l )’ (2'5.2)
se a i-ésima junta for prismaética.

Essa poténcia W'"" mede exatamente a energia dissipada na unidade de tempo

pelo atrito na i-ésima articulacdo do manipulador

Se esta i-ésima articulagdo for rotacional, entdo pode-se decompor o torque

vincular n*"" trocado junta em suas componentes paralela Al e normal 71~ ao seu eixo:

A expressio acima W' mostra entio que n! é o torque de atrito nessa

articulacao.
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Por outro lado, se a i-ésima articula¢do for prismatica, entdo pode-se decompor a

)_c' vin

Y trocada nessa junta em suas componentes paralela f' e normal f;* a

for¢ca vincular

sua direc@o de deslocamento:

fun =fl 4+ fL. (254)

"" mostra entdo que ! é a forca de atrito nessa articulacio.

1

A expressao acima W,

Um modelo para o atrito vincular nessa junta deve fornecer entdo o valor dessa

componente dissipativa:

n!',  seai-ésima junta for rotacional,
ou
fll,  seai-ésima junta for prismatica,

=vin

em funcdo das componentes complementares do par (f,”i”, n"), da posicao 4 eda

velocidade @' relativas nessa articulagdo.

Por exemplo, pode-se impor que em uma certa junta rotacional o médulo do torque

de atrito dependa linearmente do mdédulo da componente do torque vincular normal ao

eixo, e do médulo da forga vincular f,"":
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£vin
f;

=0 g |mt
‘n,‘—kl‘n, ‘+k2

, (25.9)

onde os coeficientes k; e ko podem depender arbitrariamente de (¢', ¢'). Como o
sentido do torque de atrito é sempre o oposto ao da velocidade angular relativa §', a

equagdo acima determina univocamente esse torque de atrito 71! em fungdo das varidveis

dinamicas (Fl,-l, £.q',q' )

Pode-se também sofisticar esse modelo para o atrito com uma junta rotacional

considerando separadamente a dependéncia de n!' nas componentes de f"” normal f* e

tangencial f,” ao eixo da articulag@o:

Al = k|t [+ o [f |+ KR 2.5.6)

ou ainda, mais geralmente, considerando uma dependéncia arbitrdria do torque de atrito

em relacdo a (ﬁf, £".q',q )
No caso de uma articulagdo prismatica pode-se, por exemplo, tomar:

‘fi”‘:kl‘ﬁi‘+k2‘ﬁil‘+k3‘ﬁy . (25.7)
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ou, em geral, qualquer dependéncia da forca de atrito f! em relacio as varidveis

dinamicas (ff, ", q'.q )

Seja, agora, fixado um modelo para o atrito em cada articulagao do manipulador.

Para cada valor das coordenadas ¢ = (¢',...q") e velocidades g=(q',...,q")
generalizadas, esses n modelos definem uma aplicacdo que calcula a componente
ool I .. . .ol L
dissipativa fnvn € Jq da reag@o vincular a partir de sua componente perfeita fnvin € Jq.

L I —
Essa fun¢do de Jq em Jq € aqui chamada de aplicagdo atrito do estado (q, v@).

Como a aplicacdo atrito leva 5n varidveis escalares (componentes dos esforcos
vinculares normais eixo de cada uma das n juntas) em outras n varidveis escalares (o
esforco de atrito em cada uma dessas n juntas), seu grifico pode ser visualizado como

uma “superficie” de dimensdo 5n mergulhada no espaco J. Representa-se esse lugar
] — — : ) )
geométrico por Aq (v@) < J, onde (q,vw) € o estado do sistema descrito por (g, ) Uma
. e . I
reacdo vincular fnvn € J pertence ao subconjunto Ay (V@) C J se e somente se todas as

suas componentes (f"",7") satisfizerem o modelo de atrito da articulagdo

correspondente (i = 1,...,n).

O exemplo mais simples de modelo para o atrito é aquele que supde reacdes

vinculares perfeitas do sistema mecéanico. Nesse caso a aplicacdo atrito € identicamente
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. ]I — L - . , a .
nula, e tem-se simplesmente Aq (V@) = Jq, para qualquer vw € V,, isto €, auséncia de

atrito vincular em todas as articulagdes do manipulador.

2.6. Determinacao das Reacoes Vinculares

Como discutido na se¢ao 1.3 deste trabalho, as reagdes vinculares a um esforco

externo qualquer sdo determinada por duas condi¢des independentes:

(i) a resultante deve manter o sistema vinculado; e

(1) a reacdo deve satisfazer o modelo de atrito vincular.

A primeira destas condi¢Oes foi representada aqui pelo subespago afim Mg( E)) c
E dos esfor¢cos mantenedores do estado (q,w)). A segunda delas, por outro lado, foi
representada pelo subconjunto Afl (E}) c J. Para que as reagGes vinculares possam ser
determinadas pela imposicao simultaneamente de ambas, pode-se transportar Afl ( E}) cJ

para E pelo isomorfismo can6nico, obtendo assim o conjunto representado por Aq (V@) C

E na secdo 1.3, onde foram consideradas as duas condi¢des acima impostas sobre os

esforcos agregados FN e E.

Para o sistema mecanico que representa o robd manipulador, entretanto, € mais

simples , do ponto de vista operacional, considerar as duas condi¢cdes acima impostas

diretamente sobre os esforgos trocados nas articulagées fn € J, e ndo sobre os esforcos
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=Ty . . — I
agregados FN e E. Assim, considerando os esforcos motores fn, € Jq como esforcos

mot

externos aplicados sobre esse sistema mecanico vinculado, a reag¢do vincular fnvin € J

correspondente serd determinada pelas duas condi¢des simultaneas:

N P J — . .
(i) fAmot+ fNvin € Mgy (VW) (a resultante deve manter o sistema vinculado); e

. I — - . . .
(ii) fnvin € Aq(vw) (a reagio deve satisfazer o modelo de atrito vincular).

Na hipotese de reagdes vinculares perfeitas, por exemplo, a segunda condi¢do

. . . e 1 . — -
acima € simplesmente fnvn € Jq, qualquer que seja o estado (q, v@). Nesse caso, a reagdo

: o — L = = J
vincular é simplesmente o vetor fn, do subespaco Jq < J tal que fMmot+ fNvin € My

(vw). Sempre existe um e um Unico vetor nessas condi¢des, pois:

— I L
O subespago afim Mgq(vw)  J € os grdfico de uma aplicagdo de J4 < Jem Jq < J.

Para verificar esta afirmacdo, basta lembrar que, em E, os subespacos My(v@) e
1L . . - . . a s
Eq sdo transversais entre si (se¢do 1.3), e que o isomorfismo candnico coloca em

L L
correspondéncia biunivoca os subespacos E; c E e Jq < J (se¢do 4.3).

A aplicacdo mantenedora do estado (q, E}) serd definida como a funcao que leva

—I Il —1L 1 U J —
cada fn € no Jq vetor fn € Jq talque fn +fn e My (vw).



60

. . , J — 1 - - . .
Se ndo houver atrito (isto €, se Aq (V@) = Jq ) entdo a reac¢do vincular perfeita ao

— I ) . L
esforco motor fn, € Jq € simplesmente a imagem desse vetor pela aplicagdo

mot

mantenedora.

2.7. Controle de Rob6s Manipuladores

Pode-se agora utilizar a caracterizagdo da reagdo vincular dissipativa vista acima
para mostrar como os modelos de atrito (nas articulacdes) aqui definidos podem ser

incluidos em um algoritmo de controle do manipulador.

. - ) — I
Nesta inclusdo, deve-se supor dado (q,q,q) e calcular o esforco motor fmet € Jq
que provoca exatamente as aceleragdes generalizadas @ quando aplicado sobre o estado

do sistema descrito pelas coordenadas e velocidades generalizadas (q,q) .

Para determinar este esforco motor requerido, podem-se calcular inicialmente os

esfor¢os n(q,q,q) € J trocados nas juntas correspondentes as aceleracoes desejadas e ao

estado corrente do sistema, exatamente como € feito no método iterativo de Newton -

Euler. Esse vetor deve entdo ser decomposto em:

m(q,q.4) = fn,,, + fn,,, 2.7.1)
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— I - ] —
com fimt €Jq € fMun € Ag(V®)

A primeira das duas condigdes que determinam a reagdo vincular estd

automaticamente satisfeita, pois fn(g,q,q) é um esforco mantenedor do estado (q,q),

pela sua prépria construcao.

— I
Como fMmot € Jq, resulta que:

—Il — —1 —
fNmot = Mmot € fMmot =00, (2.7.2)

logo:

Equmzﬁmm+%% (2.7.3)

— 1 . — 1
fn (9,9,9)="fnvn, (2.7.4)

portanto a segunda condicao estard satisfeita se for tomado:

—_

Jity, = fit (0.6.6) — fir,,,, (27.5)

—Il —L1 .
onde fnvin é a imagem pela aplicac@o atrito da componente normal fn (q,q,q).
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Conclui-se entdo que o esforco motor requerido nas articulagdes, para que sejam

obtidas as aceleragdes q desejadas, pode ser obtido pelo seguinte procedimento:

(1) Calcular a resultante foL(q, g,q) como no método iterativo de Newton - Euler.

I 1 — I
(2) Decompor essa resultante segundo a soma direta J = Jq @ Jq, obtendo fn € Jq

-1 1 . .
e fn € Jq (como método iterativo de Newton - Euler).

— 1 — 1
(3) Tomar fn como a componente nao dissipativa fnvn da reagdo vincular e

— I
calcular fnvin segundo os modelos de atrito na sjuntas (se¢ao 4.4).

. . . =l —||
(4) Subtrair o atrito vincular fnvn da componente fn e obter o esforco motor

—l

. — —I|
requerido fMmot= N+ fNuin.

2.8. Simulacio de Robdos Manipuladores

Para finalizar, € discutida a inclusdo dos modelos de atrito (nas articulagcdes) aqui
desenvolvidos em um algoritmo de simulacdo do comportamento dinamico do

manipulador. Nesse caso, devem-se supor dados o estado corrente (q,q) e os esforgos

— I ) . . ) ..
motores fn, € Jq aplicados, e entdo calcular as aceleracOes generalizadas Qq

mot
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correspondentes. Essas aceleracdes dependem, € claro, do atrito vincular associado as

reacgoes.

Foi visto na se¢do 1.3 como obter uma descri¢do paramétrica do subespaco afim
J —_— . o~
M, (vw) < J dos esforcos mantenedores do estado(q,q) . Usando essa descri¢éo, pode-se

calcular a aplicagdo mantenedora desse estado pelos métodos usuais da dlgebra linear,

pois o subespaco afim Mgl (E)) c J € o gréfico dessa aplicacdo Jlll cJem Jé clJ.

Tendo feito isto, pode-se determinar a reagdo vincular a um esfor¢o motor fNmor €

I ) . L .
Jq qualquer pelo seguinte método de aproximagao sucessivas:

.. . P I ~
(1) Calcular a aplicac@o atrito sobre esse vetor fmot € Jq obtendo a reagio

.ot 1 .. . ~ o e e
perfeita fnvin (1) € Jq como uma primeira aproximagdo da componente néo dissipativa da

reacdo vincular procurada.

€

— L
(2) Calcular a aplicacdo atrito sobre esse vetor fn . (1) € Jq, obtendo o

vin

—I| I . . . ~ .. . ~
vetor fnvin (1) € Jqcomo uma primeira aproximagdo da componente dissipativa da reagdo

vincular procurada.
- —Il Il
(3) Calcular a aplicacdo mantenedora sobre a soma flmot+ fNvin (1) € Jg

. . - ot 1 ~
obtendo assim uma segunda aproximagdo fnvn (2) € Jq para a componente ndo

dissipativa da reacdo vincular procurada.
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— ] 1
(4) Calcular a aplicagdo atrito sobre esse vetor fnvn (2) € Jq, obtendo

. . ~ [ N ~
assim uma segunda aproximagdo fn , (2) € Jq para a componente dissipativa da reagdo

vin
vincular procurada.
L — —| I
(5) Calcular a aplicacdo mantenedora sobre a soma flmot+ fNvin (2) € Jq
. . . - ot L g e
obtendo assim uma terceira aproximagdo fn , (3) € Jq para a componente ndo dissipativa

da reacdo vincular procurada

(6) Assim por diante.

Se este procedimento iterativo convergir entdo podem ser obtidos, com qualquer
. L. . . —ll N —4L 1
precisdo numérica desejada, dois vetores fnvin € Jqe fnvin € Jg, tais que:

=1 1, — —I| I . ~
(i) fnvin € Jq é aimagem de fnmot+ fNvin € Jq pela aplicacdo mantenedora;

! o, . —1 1 . » .
(ii) fnvin € Jq € aimagem de fnvn € Jq pela aplicac@o atrito.

. . A . - e J — .ot -
A primeira dessas condigdes equivale a fn, , + fnvin € My (V®), pois fMmot =00;

mot

. e I . I — , Lo
enquanto a segunda € equivalente a fnvn € Aq (VW), pois Aq (V@)  J € o gréfico da

aplicacdo atrito. Como estas s@o exatamente as duas condi¢des que determinam a reagao

vincular ao esfor¢o motor fnme, conclui-se que essa reacdo € simplesmente a soma das

duas componentes obtidas acima:

— — =1
fnvin = fvin + fvin. (2.8.1)
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Para prever o comportamento dindmico do manipulador, basta entdo verificar qual

¢ a aceleragdo generalizada g correspondente ao vetor:

fa=fn +fn,. (282

. . J —
na representacdo paramétrica do subespaco afim My (v@) C J.

3. Resultados

Este trabalho nao tratou de bragos flexiveis pois visou, de inicio, estabelecer um
formalismo mais apropriado para corpos rigidos, deixando para desenvolvimentos futuros sua

extensao a corpos flexiveis.

O objetivo principal foi introduzir uma nova abordagem matemética para a aplica¢do do
Método Iterativo de Newton - Euler para a solu¢do das equacdes dinamicas de um robo

manipulador.

O mesmo formalismo forneceu uma melhor maneira para modelar o atrito que age nas
juntas de conexdo entre cada brago do robo. Esse atrito € normalmente descrito como dependendo
apenas das posi¢cOes e velocidades relativas dos corpos em contato, de acordo com uma lei pré -

definida. Tal descri¢do, entretanto, ndo € satisfatéria em regimes de baixa lubrificagdo ou numa
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outra série de situagdes, onde a for¢a de atrito pode depender de uma forma bastante complexa da
forca normal entre as superficies em contato e do estado do sistema.

O formalismo especial que foi aqui desenvolvido utiliza vetores multidimensionais
representando o conjunto de bracos de um robd. Como resultado, 0 Método Iterativo de Newton
—Euler foi aplicado para todas as varidveis dindmicas em conjunto em vez de resolver o problema
dindmico global tratando cada parte separadamente. Foram obtidos assim os momentos e forcas
resultantes em cada corpo. A seguir foi estabelecido um isomorfismo candnico entre esses
esforcos resultantes e os esforcos trocados em cada junta. Deste isomorfismo decorreu a reacao
nos pontos de contato, de forma que a forca ou torque de atrito, contrdria a0 movimento de

translac@o ou de rotacdo na junta foi caracterizada.

4. Discussao

Nao ha duvida que a metodologia desenvolvida contém um formalismo matematico
razoavelmente complexo, limitando sua leitura a pessoas que tenham boa uma formacdo em
algebra linear e geometria diferencial. Por outro lado essa formacdo se torna cada vez mais
desejdvel para estudantes que desejam fundamentar adequadamente seus trabalhos em dinamica.
Nao foi proposto aqui alterar os métodos cldssicos do estudo da dindmica de sistemas, mas
apenas foi proposta uma abordagem global para a solu¢do de um problema especifico, agregando
quantidades cinematicas e dindmicas em vetores multidimensionais e tratar simultaneamente
essas quantidades em um processo iterativo baseado no método de Newton — Euler. Nesse
aspecto, os objetivos do trabalho foram plenamente atingidos, deixando aberta a questdo de
como estender a metodologia para incluir a flexibilidade dos bracos de um robd. E claro que
essas flexibilidade é importante para o projeto de um robd, pois tem uma influéncia direta na

repetibilidade de suas operagdes. A solucdo desse problema € deixada para trabalhos futuros.
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5. Conclusao

O desenvolvimento do trabalho mostra que a nova representacdo das quantidades cinemadtica e
dindmicas, que envolvem a dinidmica de rob6s manipuladores, contribui para uma maior
economia de tempo na aplicacdo do método iterativo de Newton — Euler, além de permitir uma
maior liberdade na escolha do modelo de atrito que atua nas articulacdes entre os bragos de um

robo.
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